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Beitrag zur Theorie der orthogonalen 
Substitutionen. 


Die Theorie der orthogonalen Substitutionen ist unzweifel- 
haft eines der wichtigsten Hülfsmittel der gesammten höheren 
Mathematik, sie findet Anwendung fast in allen Zweigen dersel- 
ben. Herr Professor Dr. Heine, mein hochverehrter Lehrer, hat 
im ersten Bande seines neu erschienenen Handbuchs der Kugel- 
functionen gezeigt, wie man die allgemeine Form zweiten Grades 
durch eine orthogonale Substitution auf die sogenannte Jacobi'- 
sche Form reduciren und diese letztere mit Hülfe eines Ketten- 
bruchs wiederum durch eine orthogonale Substitution in die 
Summe von Quadraten zerlegen kann, was zur präcisen Beant- 
wortung der auftretenden Fragen von der grössten Bedeutung ist. 

Herr Professor Dr. Heine hatte die Güte, auf diese Art 
der Behandlung des Problems im speciellen Falle dreier Veränder- 
lichen sowie auf die bequeme Anwendung desselben bei der Re- 
duction der Flächen zweiter Ordnung und der eines elliptischen 
Integrals auf die Normalform meine Aufmerksamkeit zu lenken. 
Ich verfehle nicht an dieser Stelle meinem hochverehrten Lehrer 
für die mir privatim vielfach zu Theil gewordenen Unterstützungen 
bei dieser Arbeit meinen herzlichsten Dank auszusprechen. 

Im Anschluss an jenes erwähnte Werk mag also hier der 
specielle Fall dreier Veränderlichen behandelt werden. 


83]: 
Eine homogene Function zweiten Grades von drei Veränder- 
lichen xo, X, Xa 
= a Xo? + Aıı Xı? 4 A X? + 2 acı Xo Xı 


+ 2a Xo Xg + 2 Aıa Xı X2 
1 


a 


kann durch eine orthogonale Substitution 

x = co Yo + Ca Yı 7 Ca Ya» 
xy =cnoyo+t Cı1 Jı + Ca J% 
X =cnoYyo + ca yJı t 6a Ya 


| 


in die Form ; 
V= 2 yo + 2 YJı? + 22 Y>? 
gebracht werden, wenn die z nicht willkürlich gegebene, sondern 
bestimmte nur von den a abhängige Constanten bezeichnen. 
Orthogonal heisst die Substitution, wenn die Constanten c so ge- 
wählt sind, dass die Identität folgt 
x. ne rare Na 
Die Verhältnisse 
CN ee Car für) = 0. 2 
ergeben sich alsdann aus dem ıten Werthe von z und den adurch 
Auflösung der linearen Gleichungen 
(300 — 2 Cor + Ayı Cu T ao Cu = 
a0 60. + (Aaıı — 2) Cu + Ara © 
ag Cor + Aıı Cı + (a — 2) Ca =), 
und zwar hat man für z solche Werthe zu setzen, welche die 
Determinante dieses Systems 


| 
s_2 


a00 — Z A001 A002 
f{(z) = |a 411 — 2 412 
490 491 499 — 2 


zu Null machen; aus diesen Verhältnissen folgen sofort die Werthe 
der ec selbst, weil 
Cr? + cı? + ce? =1 
sein muss. 
Die 3 Wurzeln von 
fe, =) 
sind dann die in dem Ausdrucke von V auftretenden Grössen z0, 
24, 20. 

- Wir führen jedoch das Problem in dieser allgemeinen Fas- 
sung nicht weiter durch, denn im Folgenden wird sich zeigen, 
wie man diese Coefficienten ec bequemer darstellen kann, wenn 
die Function V in einer Gestalt auftritt, auf welche zuerst von 


RB ONENT. 


Jacobi in der Arbeit „Ueber die Reduction der quadratischen 
Formen auf die kleinste Anzahl Glieder“ in den Monatsberichten 
der Berliner Akademie vom 9. Nov. 1848 (im 39. Band des 
Crelle’schen Journals) hingewiesen worden ist. 


8.2. 

Die allgemeine Aufgabe der orthogonalen Substitution lösen 
wir also nicht direct; statt des üblichen Verfahrens benutzen wir 
vielmehr ein anderes, indem nemlich die Function in der Jacobi’- 
schen Form sich leichter in eine canonische Form verwandeln 
lässt, und andererseits, wie wir sehen werden, jede, also auch eine 
ternäre Form auf einfache Weise durch eine orthogonale Substitu- 
tion auf die Jacobi’sche Form zurückgeführt werden kann. 

Wir reduciren zunächst die Form V zweiten Grades mit drei 
Veränderlichen in eine solche mit fünf Gliedern, welche die 
Form hat 
V= 3 Xo — 2b Xo Xı + aı Xı? — 2ba Xı Xa + Aa X}, 
also aus der allgemeinen hervorgeht, indem man ax für axx, fer- 
ner — bı für ax -ı,x Setzt, in allen übrigen Fällen aber ax 
gleich Null. 

Jacobi’s Transformation kann hier nicht angewandt werden, 
da sie dazu dient, die Form in eine andere mit ganzzahligen 
Coefficienten zu verwandeln, wenn ihre Coefficienten ganze Zah- 
len sind, sie ist aber nicht eine orthogonale. Eine solche ist 
vielmehr diejenige, welche Herr Professor Dr. Heine in seinem Hand- 
buche pag. 480 angegeben hat; diese Methode, welche sich durch 
ihre Eleganz und Einfachheit auszeichnet, wollen wir hier benutzen. 

Wir setzen statt ayı, Aoa Jetzt einfach a,, aa und ferner 

a? 2a? = rt”, | 
alsdann lautet die allgemeine homogene Function zweiten Grades 
von drei Veränderlichen xo, X1, Xa 

V= ao X0? + Aıı Xı? + A X2? + 221 Xo Xı 
I + 239 Xo Xg + 2212 Xı X. 

Das Aggregat der mit 2x, multiplieirten Glieder ist 

aı Xı 4 a2 Xp; 


l 


hr 


Kr 


wir führen jetzt zwei ncue Variabele X,, X, ein durch die 


Gleichungen 
a1 X — a9 X. =T. X, 


gu ı R—LTX, 
worin r die oben angegebene Bedeutung hat; dann ist 


a1 a2 ._- 
2 ee rn en 
r r 
2) \ 
49 1 
Fan A 2% Xo, 


und dies ist eine orthogonale Substitution, denn es istin der That 
Zr Xo KR Nas 

Setzen wir nun diese Werthe für x}, xXa inV ein, und bezeichnen 

wir zur Abkürzung 


Ro = Aoo 
2213 bj trans. Tr 
Au a12 4 Aag A9% + 229 31 As 
Kr 2 RN ’ 
r 
De (Aı1 — 299) + Aı2 (a9? — 219) 
r2 $) 


A499 Aı? + Aıı Aa? — 22 Aı 29 
r2 }) 


A, = 


so erhalten wir die folgende Form zweiten Grades, welche in 
Jacobi’s Sinne eine Form mit der kleinsten Anzahl von Glie- 


dern ist: 
Na xXo> Sn 2b, Xo Xı -H 01 X? 


— 209g Xı X9g + Ay X 52, 
wofür wir wieder schreiben wollen 
3. V = a, X — 2b Xo Xı + Aı Xı? — 202 Xı Xa + Aa Xa2. 
Daher liegt nunmehr die Aufgabe vor, diese einfachere Form V 
durch eine orthogonale Substitution in 
V=- yo + 2ı Yı? 7 2 Y» 
zu verwandeln. 

Die oben hervorgehobene Vereinfachung besteht nun darin, 
dass das System linearer Gleichungen (pag. 2) zur Bestimmung 
der Verhältnisse 

Cüı : Cıı * Cu für, =0,1,2 


sich redueirt auf 
0 = (a9 — 2) Cu — dı %ıw 


0=— db; eu + (dı — 2) Cu — Da Ca, 
0= —:.03 C1ı 7 (Ga — 2) Ca 
dessen Determinante die Form annimmt 
do —2 bj 0 
b; rose 2 Do 
0) ba la — 2 


Nennen wir jetzt diese Determinante f, (z), und bezeichnen wir 
mit f, (z) diejenige Unterdeterminante, welche durch Weglassung 
der letzten Horizontal- und Verticalreihe entsteht, so wird fo (z) 
einfach sein au — zZ; so entstehen die folgenden Gleichungen? 
welche den zwischen den Sturm’schen Functionen bestehenden 
entsprechen: 

fo 2) = a0 — 2, 

12) m ldı 2) Io a bi2, 

f2, (2) = (ag — 2) fı (2) — ba? fo @)- 

Setzen wir nun 


fk —ı @ 
Yık = aber vo 1 


( Blut =} 
01,27 
dann erhalten wir bei der jetzigen transformirten Form V für die 
gesuchten Substitutionscoefficienten den Ausdruck 


a Yık 
1% es “ h u Ye N 
Leicht überzeugt man sich von der Richtigkeit dieser Formel 
durch directes Einsetzen der Werthe der Functionen f; es stimmen 
in der That diese Coefficienten überein mit denjenigen, welche 
man für diese Form V nach den üblichen Methoden findet. 


*) In Heine, Handbuch der Kugelfunetionen Band 1, 2. Auflage, pag. 
418, Formel 69,b und pag. 420 oben ist © mit kin cık zu vertauschen, eben- 
so im Beispiel xo, Xı mit yo, Yı- 


83. 


Bringen wir nun aber das obige System der linearen Glei- 
chungen mit einem Kettenbruch in Verbindung, so erhalten wir 
endlich folgende bequeme und einfache Lösung unseres Problems 

Es soll also eine Jacobi’sche Form zweiten Grades 

VegagxXo— 25, Xo Xı Fa 2 — 2b Xı Xot la X 
durch eine orthogonale Substitution 
o=cnYyo+t ca Yıt co J% 
x = co YyoteCı Yı Ft CR)» 
2 =cHoYyo + ta Yyı tr CaYya 
in die Form 
V=2)J0+ 2 Yı? # 22 ya? 
verwandelt werden; zu diesem Zwecke bezeichnen wir mit N, 
Ng, Nz die Näherungsnenner des Kettenbruchs 


L- ne z — b.b 


ee b2.Do 


also | 

Yy=n-ı2 

Ng = (au — 2) (dı — 2) — bi? 

Ns—(n—D) (di -2) (da—2) --d2 (au —-— 2) — bi? (a2) 
so sind Zo, Z1, Zg die Wurzeln der Gleichung 

N 0, 

also sind zo, Zı, Za bestimmt durch die cubische Gleichung 
o— 2 (tı - 2 (aD - di? (on) — bi’ (a = D=0), 
d. i. 


2° — (do + Aı A) 2° 4 (odı FAoAe + 41 Az 
— bi? — b2) z + di? a, + Do2 Ao —ANtı de N. 
Setzen wir zur Abkürzung 
a= Tr +0 
b= 000 + 00 du +01 ag bu? — b33, 
= AogAı Ag — b;2 Ag — D>2 00 
so haben wir uns fortan mit der Auflösung der Gleichung 
4a) 2 —- az +bz— c=0 


4) 


er ee 


zu beschäftigen; die drei Wurzeln derselben sind die in der resul- 
tirenden Form auftretenden Coefficienten *). 

Zunächst mag hier eine höchst bemerkenswerthe Form fol- 
gen, in welcher der Ausdruck N; = 0 dargestellt werden kann; 
derselbe lässt sich schreiben 


— (oo —- 2) - DZz+ (a — 2) (da — Zu 
— 99200 = Dede (dm; 
oder 


Wa da Ar tm) 


folglich muss einer der Factoren gleich Null sein; setzen wir aber 
den ersten Factor gleich Null, so ist eine Wurzel Null, alsdann 
wird aber das Product nicht Null, mithin muss 


AHEE. 
an Z(40—Z) 


Bar 
een 0 
sein. Zerlegen wir aber die beiden letzten Glieder in Partial- 
brüche**), so stellt sich der Ausdruck W; = 0 dar in der Form: 
2 2 2 2 
EL REN DEE RN a 
0 2 


do u / 09 09742 Z 


Gehen wir nun wieder auf die cubische Gleichung zurück, 
so verwandeln wir dieselbe zunächst in die reducirte, d. h. wir 
setzen 


za +5, 


*) Die Gleichungen, welche die Coefficienten der ursprünglich gegebenen 
Function (1 pag. 3) mit denen der cubischen Gleichung verbinden, sind: 


b= an aıı + ao aaa + aıı age — (aı? + a? + an) 

C = 209 Aıı Agg + 2aı a2 aı2 — (a0 A, FT aıı a2? T aa aı?) 
wie sich unmittelbar ergiebt aus den Werthen für ao... . auf pag. 4, wenn 
man noch berücksichtigt die Relation 

a2 + 292 = r2. 
**) Ich habe bereits dem Herrn Prof. Heine mitgetheilt, dass eine 


solche Zerlegung in Partialbrüche allgemein für den Ausdruck les 0 mög- 
lich sei. 


v ar alı tb .8, 


so geht sie über in 
zB pz’tg=0Q, 
und es ist bekanntlich 
3p=--5b +a3, 
2q=9ab — 22° — Te. 
Um diese Gleichung in z’ zu lösen, müssten wir nun unter- 


suchen, ob der Coeffiecient p positiv oder negativ ist, undob, wenn 
p positiv wäre, 


4p? ® 27q2 


ist, denn alsdann könnten wir schliessen, dass die 3 Wurzeln der 
reducirten Gleichung dritten Grades reell und ungleich sind. 

Diese Untersuchung würde aber recht complieirt hier aus- 
fallen, bequemer ist es daher, ein Verfahren zu gebrauchen, durch 
welches sich zeigen lässt, dass die Gleichung 


q2 b2 e2 


=. +++ 


W— U w—Pß W—Y 


(wenn 3,.b,€C..0, ß,y... reelle Grössen ‘sind, unde >92 5 
nur reelle Wurzeln hat, die resp. zwischen © und o, «und ß,... 
liegen. (cfr. Heine, Handbuch pag. 17). 

Eine stillschweigende Voraussetzung bei unserer Unter- 
suchung ist, dass die Coefficienten der Form V reell sind; da nun 
die cubische Gleichung in Qo, QAı, Aa Symmetrisch ist, so seiz B. 


da > Adı > Ap, 

so lautete unsere Gleichung dritten Grades 
(2— 45) 2 — 0,1) Z— a) — db? @— a0) —b1? @— a) =(; 

dann ist die linke Seite positiv fürrz = + %, 

negativfür z = As, 

positiv für z = 40, 

negativfür z = — wo, 
mithin ist klar, dass bei unseren gemachten, freilich durchaus 
willkürlichen Annahmen eine Wurzel über a,, die andere zwischen 
A, und ao, die dritte endlich unter a, liegt, 


eb in 


Damit haben wir nun die Methode der Auflösung der redu- 
eirten Gleichung bestimmt, wir haben bekanntlich zu bilden 


Ä 97 a2. 
sin 38 - VI ’ 


dann sind die 3 Wurzeln der eubischen Gleichung 


a 4 . 
YAn) u 59 nm 3» - SIN €, 
/ x 1 


a=>+ yo ‚sin(ge+g, 
und zwar +, je nachdem q + ist. 

Diese letzten Untersuchungen gelten also nur, wenn die a 
und b reelle Grössen sind. Wenn eine ÜOonstante b Null wäre, 
dann reducirte sich überhaupt die ganze Aufgabe auf eine ein- 
fachere, es zerfiele die Function V alsdann in eine Summe von 
Functionen derselben Art wie V, deren jede aber eine geringere 
Anzahl von Veränderlichen besitzt als V. 

Es bleibt uns nunmehr übrig die Coefficienten der Substitu- 
tion wirklich zu bestimmen; allgemein sind dieselben gegeben 
durch die Gleichung 


nn Yık 
Tag 9-01 


und hierin ist 


N (z,) 
K ae 270 = 1 


zu setzen. Folglich sind unsere Coeffieienten ce bestimmt durch: 


Co90 * Eio : E20 = 700 * Yoı : Y0% 
Cor’: E11 : 621 — Yı10 * Yıl : Y12% 
603,:2019 2.0291 1780 721 °.2.29 
und 
co a cz ar 27 —]; 


ferner ist 


_ Ju @o) _ Ku @ı) u 
Hol b} URN ee d, N ge DE 


Yoo = 1 ‚, Yom1 ‚Yo =1 , 
DT Ss OTTEZE. a Wyerne 2a 
OL Kin. te: Naar is 
u __ (4020) nl (ao — 21) (ı —2)—b1? 
02.0 DB. 55 12T 1. 
y _ (@0—-23) (1 29) Di? 
= bı . ba ; 


Also ergiebt sich zunächst 


; 5 a / do — 20) (dı — zo) — di? 
et 0 0 do no 0) i 


bj : Di 1.09 ? 
u. 8. w.; daher ; 
ee N bed n n 0 
vb? 5524552 (ao — 20)2+[(a0— 20) (aı —zo)— 1212” 
b> (ao — 20) 


y b92 +55? (ao — 20)? + [(ao — zo) gan 


(40 a0 ee 2 


analoge Ausdrücke ergeben sich natürlich für die beiden anderen 
Systeme der ec, nur tritt z; resp. za an die Stelle von zo. 
Bezeichnen wir daher mit R (z) den Ausdruck 


Ro) = VER BE FE DPF hp, 
so haben wir folgendes Resultat gewonnen: 
Die Function 
= Wir 2 Ro Fu 2 u on eo 


wird durch die orthogonale Substitution 


a Yo di, om 
I | Ba) Ra m 


| (do —20) Yo (ao— 21) Yı (a0 22) Ya 
| Ba) nn Ban)ı.n Bio 


x —ıD 5 


BER IE 


_ (20) (dı20)—bdı? (ao — 21) are. 


y R (zo) yor R (z,) E 
du (do—23) Buy al, 


worin 29, Zı, Zg die Wurzeln der eubischen Gleichung 
233 — az+bz — c=0 (efr. pag. 6, Gl. 4 resp. 4a). 
bedeuten, verwandeltin 
."V=2y0+t 2 Yı? + 22 yo? 

Hierbei bleiben natürlich die Zeichen von drei der e willkürlich, 
wie wir dies auch nach den allgemeinen Untersuchungen ;erwar- 
ten mussten. 

Wir folgern endlich noch aus dem Resultat unmittelbar :*) 

Die orthogonale Substitution 


bı yo bı yı 
X nn - ED ee ee ee er 
x Vbi? + (ao — 20)? Vb2 + (ao — 21)2 
rn (do — 20) Yo (au — 21) Jı 


VER E la 2o)a Ve ea az) 
worin zo und zı die Wurzeln der quadratischen Gleichung 
N = km - 2) (a -— 2) bi? =0 
bedeuten, verwandelt die Function 
{ V= 0 23% — 2b, XoXı FAı X? 
in 
 V=»y0®+ 2 Yı? 


*) cfr. Anmerkung pag. 5. 


Anwendungen. 


1. Reduction der Flächen der zweiten Ordnung auf die Haupt- 
axen. 
2. Reduction des elliptischen Integrals . 


dp 
Naar co 9 — 92? +(bsing —- M2+y? 
auf die Normalform 


SA. 

In der analytischen Geometrie der Ebene wie des Raumes 
tritt uns die Frage entgegen, welcher Kegelschnitt resp. Oberfläche 
zweiter Ordnung wird durch eine gegebene Function zweiten Gra- 
des von 2 resp. 3 Veränderlichen dargestellt, oder mit anderen 
Worten, welches ist die Gleichung des Kegelschnitts resp. der 
Oberfläche bezogen auf die Hauptaxen? Diese Aufgabe wird, wie 
bekannt, dadurch gelöst, dass man durch Drehung des Ooordina- 
tensystems und durch Verschiebung desselben sich selbst parallel, 
so dass der Coordinatenanfangspunkt der Mittelpunkt des Kegel- 
schnitts resp. Oberfläche zweiten Grades wird, bewirkt, dass die 
Function sich nunmehr in einer Form darstellt, welche eine Be- 
antwortung der Frage zulässt. Behandeln wir hier die allgemei- 
nere Aufgabe einer Function mit 3 Veränderlichen, so sagt schon 
Jacobi in einer Abhandlung im zweiten Bande des Crelle’schen 
Journals Seite 227: ‚Die Aufgabe, eine Oberfläche der zweiten 
Ordnung auf ihr Hauptaxensystem zu beziehen, fordert bekannt- 
lich einen Ausdruck von der Form: 


Ax?+-By?2+Cz?-+-2ayz+2bzx-+2ecxy, 
wo x y z die Coordinaten eines Punktes bedeuten, durch Einfüh- 


RT, 


rung eines neuen rechtwinkligen Coordinatensystems in einen Aus- 
druck von der Form: 


L5S2-Mv2+-NC{ 


zu transformiren.“ Jacobi löst die gestellte Aufgabe gleich allge- 
meiner, indem er voraussetzt, dass das ursprüngliche Coordinaten- 
system, in Bezug auf welches die Gleichung der Oberfläche gege- 
ben ist, ein schiefwinkliges sei. Am Schluss der Abhandlung 
giebt er aber auch die cubische Gleichung, die sogenannte Dis- 
eriminante, für den Fall, dass das ursprüngliche Coordinaten- 
system ein rechtwinkliges ist; dieselbe stimmt vollkommen mit 
derjenigen überein, welche sich auf pag. 7 in der Anmerkung 
befindet. 

Im Vorhergehenden ist diese Aufgabe der Bestimmung der 
Hauptaxen einer Fläche der zweiten Ordnung vollkommen gelöst. 
Durch passende Verschiebung des Coordinatensystems sich selbst 
parallel bewirken wir zunächst, dass die gegebene Function .die 
Form des Ausdrucks unter 1) pag. 3 annimmt, sodann verwandeln 
wir die so erhaltene homogene Function durch die unter 2) pag. 4 
angegebene orthogonale Substitution in die Jacobi’sche Form 
(3) pag. 4), endlich stellen wir die Gleichung dritten Grades 
(4) pag. 6) auf, bestimmen die Grösse der Wurzeln wie ihre Vor- 
zeichen, so ist die gewünschte Aufgabe unmittelbar gelöst, wir 
kennen die Hauptaxen, ebenso die Lage derselben gegen die ur- 
sprünglichen .Axen. 
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Eine weitere Anwendung des gewonnenen Resultats wollen 
wir machen bei der Reduction des angegebenen elliptischen Inte- 
srals auf die Normalform. Bevor wir jedoch auf diese Sache selbst 
eingehen können, bedarf es noch einiger Erörterungen, welche 
wir zunächst bei einer Function zweier Veränderlichen anstellen 
wollen, um dann zur Function dreier Variablen überzugehen. 

Die Form 


V=3%? — 2b} XoXı + Aı Xı2 


DER 
soll durch die Substitution 
1 1 
x. E00 yo 40% Yı 
% 0,00 + EN yı 
verwandelt werden in 


V=2Ye— 2 yı 
‘so dass 
| I m IN de 


ist. Diese Substitution. ist also nicht mehr orthogonal; versuchen 
wir aber, diese Aufgabe auf die bereits gelöste zurückzuführen. 
Zu diesem Zwecke setzen wir 


x =iX, yı=iYı 
so geht die Form V über in 
vV=e»X%%—- 2biixXo Xı +2) X, 
und diese Form kann nun durch die Substitution 


y=c6woyotHi- eo Yı 
iX, =cpoYyo+ti- eu Yı 
verwandelt werden in 
 V=n)yo— 2 NY 
so dass also 
Ko Ayo 
ist, Nach der angegebenen Methode können wir diese Aufgabe 
lösen; sind nemlich z,, Zı die Wurzeln der Gleichung 
(2021 2). 208 
so führt die Substitution 


en bı Yo w ibı 4 
Ybi2? + (ao — 20)? vb? + (ao — 21)? 
I, (ao — 20) Yo ii 72) N 
vb? + (ao-— z)2 vb + (a — 2ı)? 
die Form 
vVesyıiıer 2db io Ar tie a) a 
über in 
V=-ny0® 2% Yı 
so dass 


Xo% en X? = Yo u Yy? ist. 


REN 


Wir suchen nun den Factor i in der Form V fortzuschaffen, 
wir setzen 
— ibı für b,, 
so finden wir: 
Es geht 
V=3%xX0—2bıX%Xı + (2) Xı? 
durch die Substitution 


u=- bı yo N bi u 
Vbi? — (ao - 20)? vb? +(&—z,)?’ 
a ao zo No ara 
vb? - (ao — 20)? vV-b?+&—zı)? 
über in 
V=% yo — 2 yı 
so dass 


0 Kom yı 
ist; dabei sind z9,, zı die Wurzeln der Gleichung 
(o— 2) a -D+b?=0. 

Wir müssen nun nachweisen, dass die Coeffieienten dieser 
Substitution reell sind; dabei beschränken wir uns aber auf den 
Fall, dass die beiden Wurzeln reell sind, denn jetzt lässt sich nicht 
mehr aut diese Gleichung das Criterium anwenden, welches uns 
vorher zeigte, dass die Wurzeln immer reell waren. Führen wir 
nun die Wurzelwerthe in die Coefficienten ein, so ist klar, dass 
wir bei passender Wahl der Wurzeln stets erreichen können, dass 
die Ausdrücke unter den Wurzelzeichen positiv sind. Setzen wir 
nemlich a, als positiv voraus, und ist a, negativ oder positiv, im 
letzteren Falle aber kleiner als a,, so haben wir zu setzen 


20.62. A021 Ana? 
„}= 2 un r) a 


dann ist 


ba 20)2=2// (CZ )-n.: | VER 


ana 
+ zer, 


d. h. positiv, wenn wir der Quadratwurzel das positive Vorzeichen 
geben, und ebenso ist positiv der Ausdruck 


u 
+}, | 


Ist dagegen a, positiv und grösser als au, so vertauschen 
wir einfach die Wurzeln, setzen also 


u) _ ta - a0 —2ı)? | 
er Veen 
alsdann sind die Ausdrücke unter den Wurzelzeichen ebenfalls po- 


sitiv, wie eine analoge Untersuchung zeigt, denn dann ist die 
massgebende Grösse 


Eau nn positiv. 
S 6. 

Leicht wird es nunsein, die entsprechende Aufgabe im Falle 
dreier Veränderlichen zu lösen; wir führen diese jedoch nur soweit 
durch, als es für die dann folgende Anwendung auf das elliptische 
Integral nothwendig ist. | 

Es ist also gegeben die Form 
V=3%0 —2bı%Xı + aı X? — 2 bg Xı X2 + a9 X5%, 
dieselbe soll durch eine Substitution von der Art, dass 

ee ee ee 
ist, verwandelt werden in die Form 
Vo zo Yorı 21 yo 0 Ze yo. 
Wir setzen wiederum 
x =iX,yı =iYı 
dann geht die Form V über in 
V=a9 X —2b; iXo Xı+(—2a,ı) X)? —2b2i Xı Xataa Xa2, 
und diese kann durch eine Substitution 
X = co Yo tie Yı + Co Ya 
iX, =cpoYyoticu Yıt 6 Y» 
2 =cCoyJotica Yıt ca Ya 


ar 
verwandelt werden in 
V—=20Y0o° — 2 Yı? + 2a ya} 
wenn Zu Zı Zg Sind die Wurzeln der eubischen Gleichung 
(a0 — 2) (aı —2) (ag — ) — bi? (aa D)— br? (au -2) —=0. 
Bezeichnet wiederum R (z) den Ausdruck 
R (z) = vb? ba?+b2? (a—2)2+l(ao—2) (aı - 2) —b?]2, 
so lautet die obige Substitution 


x0=bibs| FR Hi... Kur BE RACE | 

iX, (0 u oe ee En 

ee ee 
in (a0 — 23) 22) — bı? ee 


die also die Form \ 
V=a, x —2 bi iXo Xı+(—2a,) X1?—2 baiXı Xgta2X 9? 
überführt in 


V=% Yo -- 2 \Yı + 22 73% 
so dass 


ee Kat Xor Nor Yarictyar ist 
Endlich setzen wir nun 
— ib; für b,, 
- 7 bo. für b>; 
so ergiebt sich das folgende Resultat: 
Es geht die Form 
V=a9, X —2bı Xo Xı + (a1) X1?—2be2 Xı Xgt 2g Xo? 
durch die Substitution 


Bu RN ER VENEN Y 
br mer En 
u Varel, (doc za) Kun lan Bye 
be me Ten Ben 

3 _ (a0 20) (a -20)+bı?  (dorzı) air z)+bı? 
2 R (@,) 70 iR (zı) N 
SEN h.2 
AL (a0 Dre I 


ar 
über in 
V=2Yy0-— 2 ı? #22) 
so dass 
a ee a 

ist, wenn Zg, Zi, 29 sind die Wurzeln der Gleichung 

(a—2) (aı —2) aa —-Z)+bi? a —- 2 tb? u—-D)=0, 
und R (z) bedeutet 
R()= vb? b?—b2? (ao — D? + [ao —2) (a; —z) + bu2]2 

Wir schliessen nun unmittelbar ausder auf pag. 7 entwickel- 

ten Gleichung, dass sich die cubische Gleichung in diesem Falle 
transformiren lässt in 


al | Lf20. 2 
el. +, (a +2 +8) -1= 


2) u / a9 49—% 


Zunächst geben wir aber dem Ausdruck R (z) eine bequemere 
Form; es ist 

a Ds Du - rbil=er br, ı 
also steht unter dem Wurzelzeichen jetzt 


ns3 (ar. 2 
br bar. bar (an. 20 a 
bi? b>2 | 
ba (9 — 2)? De , also ist 


‚di. 


92 


oe 
Die obige transformirte eubische Gleichung schreiben wir nun: 


bı? a0 —2 b>2 49-2 a } ( b,? ba? en 
25 (a0—2)? ON en en ) es 


oder 
bj 2 ba 2 bı2 Z b 92 Z en 1 b}? ba? 
(,—z)? Ta On; En an(la0—2)? Aglaa—z)? zZ (a a) 20 T 29 ) 


also lautet R (z) jetzt 


Vet Dr Lfi Bern 
Ba lan) a a ee . N 
Es bleibt uns nun übrig zu zeigen, dass die Coeffieienten 


der Substitution im Falle reeller Wurzeln z,, zı, 2a ebenfalls reell 
sind; wir brechen jedoch die allgemeine Untersuchung hier ab, 


a 


denn es wird sich zeigen, dass in dem Gegebenen alles erforder- 
liche Material enthalten ist, dessen wir bei der Reduction des 
elliptischen Integrals auf die Normalform bedürfen. 


SER: 
In der berühmten Abhandlung „Determinatio attraetionis ete.“ 
behandelt Gauss bereits die Aufgabe, das elliptische Integral 
dg 
J = j m 
Y(a cosp — 5)? + (bsng — m? + y? 
auf die Normalform zu redueiren (cfr. Gauss Werke, Band 3, 
pag. 331). Später hat auch Jacobi diese Aufgabe gelöst; sie war 
nemlich ein specieller Fall von allgemeineren Untersuchungen 
über Reduction von Doppelintegralen (de transformatione integra- 
-lis duplieis ete., Crelle Band 2, 8, 12), und zwar befindet sich das 
erforderliche Material hierfür im 8. Band $ 21 pag. 334. 

Häufig genug begegnet man in der mathematischen Phy- 
sik diesem Differentialausdruck; so führt auch das Potential 
eines homogenen rechtwinkligen elliptischen Cylinders zu jenem 
Ausdruck, wie Herr Röthig in der Abhandlung „das Potential 
eines homogenen rechtwinkligen Cylinders“ (Crelle Band 61, 
pag. 180) nachgewiesen hat. In der darauf folgenden Bemerkung 
von Olebsch geschieht die Reduction des elliptischen Integrals 
nach Jacobi’s Methode; versuchen wir, die Aufgabe zu lösen mit 
Hülfe unserer bisher gewonnenen Resultate. 

Wir führen drei nicht von einander unabhängigeVeränderliche 
Xo, X1, Xa ein durch die Festsetzung, dass 


Xo 

COS @ Te 
7 xX9 
sın @ = Xı 
1 


ist, alsdann besteht zwischen diesen Veränderlichen die Gleichung 
Xo2 re xy? -)- X9g2 Sue 
Dann ist wegen 
Beer 
RATES 
S xXo dx > —uX9 dxo 
do = x]2 , 
2* 


a 
und es wird 


ad = 


.Xo0 dXg — Xa dXo 

xıya2xo 2a FR IPHY) a2 Abrxı BT, 
Ein sehr wesentlicher Umstand für unsere weitere Unter- 
suchung ist aber der, dass wir hier eine Arbeit ersparen; die ho- 
mogene Function der 3 Veränderlichen tritt nemlich bereits in der 
Jacobischen Form auf. 

Wir führen nun neue Veränderliche yo, Yı, Ya ein, so dass 

a el elek 

ist, während die Function unter dem Wurzelzeichen die Form 
annimmt 


Zo or 7 2 Nırıı Zoe. 

Diese Aufgabe haben wir aber soeben gelöst, wir können 
unmittelbar jene angegebene Substitution benutzen, nur bleibt uns 
dann übrig nachzuweisen, dass die Coefficienten der Substitution 
reell sind, und hierzu ist bereits Alles vorbereitet worden. 

Es haben die Coefficienten a,, Aı, . . . hier folgende Werthe 

yeah - ı =5°?+ N +Y, a =b? 
b,=a5 bb =bn 


folglich lautet die cubische Gleichung 


RE N N 1=V0. 
Setzen wir nun voraus, dass a > b ist, dann liegen bekanntlich 
die 3 reellen Wurzeln dieser Gleichung in den Intervallen 


a2 . b2, 
b2 0 und 
0) 100 


Mit Leichtigkeit beweisen wir nun, dass die Coeffieienten der 
Substitution in diesem Falle reell sind; bei der Realität der Wur- 
zeln haben wir nur zu beweisen, dass der Ausdruck unter dem 
Wurzelzeichen in 


ee 
R(z)=b n (a?—z) V: (ar ap yen; Ah 2) 


MEER 3 Na ne 
für den Wurzelwerth 

Zo positiv, 

Zı negativ, 

Zg positiv 
ist. Wählen wir daher für z, diejenige Wurzel, welche im Inter- 
vallO..— © liegt, so sind die Coeffieienten der Substitution 
reell. Wir setzen also 


N: RR LET EI ENIEN BR Ars Mala 

e (a?— 20) Rı(zo) ' (a?—Zı)Ra(zı) (a?—2a2)Rı (2) ’ 

RR yo ya Sr y2 

un, R, (zo) Ko Rz, (zı) R, (Z3) ? 
en mbin yon, near muy 

: (b2—zo)Rı(z0) (b?—zı)Ralzı) (b?—za)R,(za) ’ 
wo U RN 

Wr 5 n? y? 
rat tn) 

und 


22 2 2 
GT Vrla : 21)? 28 Gera di ze) 

ist. Lösen wir aber die Gleichungen 

X = co Yo + Coı Yı t Coa Ya 

x =c6pyo + %u Yı + Cı2 Y 

X = cn yo t Ca Yı t Ca2 Yo 
wo unter den Veränderlichen die Relation besteht 

ee a ee 

nach y auf, so ergiebt sich 

yo= eo X — Cop Xı + Co» 

yı = — co Xo + Cu Xı — Cgı X 

ya = 602 Xo — C12 Xı T 692 X5; 


mithin ist 
IR ARE X Din. Xo 
YVTTlar—zo)Rı@o) " Rı @o) (b?—z0Rı (@o)’ 
BE DENK) EDEN, bn..Xo 
RE (a?2—z,)Ro(zı) Ra (zı) (b?—zı)R,(@ı)’ 
NE XG xı br Xa 


Ja aeg Rıa) TR, a) ba) m 


u 
Bilden wir aber unter Berücksichtigung der unter den Coeffi- 
cienten der Substitution bestehenden Relationen den Ausdruck 
Xo dXa a.) dxXo, 


und führen wir einen Winkel w ein durch die Gleichungen 


so ergiebt sich 
Xo dXo ZERO dxo — Xj Jı d v. 


Folglich wird 


ar Xı Jı dy En 
xı V20 Jo? — 21 Yı? + 22 y? 
er due nn 
Vzo cos? y 4 29 sin? Fe Zu 
dy 


Va — 2) + 7) sin? y' 


Setzen wir nun 
2037.20 
ee 
0 1 
so ist k2 positiv und kleiner als 1, ebenso ist der Factor 


V20 — 21 


reell, mithin ist 


dv 
u.) = —— zn 
Y20— 21 - v1 - k’an?y 


Es bleibt uns nun noch übrig die Transformationsformeln 
anzugeben, welche unmittelbar zu dem letzten Ausdrucke führen. 
Es war 


ET dee 
a5 yo asyı a& ya 


op RC) Re) WR) 


on ER an RN 
a age Rı (23) . 


Er Da 
die Ausdrücke R, (zo), Rı (zZ) und Rz (zı) gehen aber unter 
Anwendung der cubischen Gleichung wieder zurück in: 


Ne Mer a). T (eh a 


en PT RE BR N NE TSEE ZT 
Rz (z)) = 1 (5) har (3) +1, 


R, (23) -V (4) Er ) RE 


Leicht finden wir dann endlich, dass die reeiproken Werthe 
dieser Ausdrücke sich transformiren lassen in 


En (az) Bez 

R, (20) Teer 
_1 _1/@2— zı) b? — 2ı) —p, 
a (au 20l (21,57 23) 
N ı VIER N en 
R, (23) v-E-a0 m P2 ) 


Bezeichnen wir also diese Ausdrücke resp. mit Po, Pı, Pa, So er- 
halten wir für cos g und analog für sin p die Ausdrücke: 


ONE SU a 
08 as. ar re a2 — 2,’ 

P, csw-+P,siny —P, 

Po eos v P, sin v P| 


: b2 — z Da char 
si hp n.. 0 2 yR 
nu RT os ap sp 


Leicht lässt sich nun auch umgekehrt y durch ausdrücken 
wir gehen dabei nur von der Definition aus 


cos v— 7, 


yı 


*) cfr. Gauss pag. 343, Formel 15. 
**)cfr. Gauss pag. 344, Formel 17— 19; Clebsch pag. 190, Formel 12. 


dann ergiebt sich nemlich 


a58c0o8s p 9? bnsing 
P, Barazı b?— 20 


N Pı akong, bn mo 
a2 — 27] b? — zı 
a& cosgp br sing : 
3 en b2i-z,, 
Inn p a & cos 200 mp, 
aa zz b2 — zı 


Gauss hat den obigen Ausdruck für die P gefunden, er unter- 
lässt aber die hier angegebene Zusammenstellung der Werthe für 
die Winkel p und v; diese stimmen mit den von Clebsch entwickel- 
ten vollkommen überein. 


V.4i.0:8 

Eeo, Hugo Aemilius Hermannus Herbst, die IX. m. Mai 
anni MDOCCLVI patre Augusto, matre Maria e gente Koch, quos 
adhuc vivos summa cum pietate colo, Stassfurtii natus sum. 

Fidei addictus sum evangelicae. 

Primis literarum elementis in schola pagi Atzendorfiani imbu- 
tus puer duodecim annorum Magdeburgum veni et per sex annos 
sexque menses scholam, quam vocant realem Holzapfel directore, 
viro doctissimo summe venerando florentem frequentavi. Anno 
LXXYV maturitatis testimonio instructus primum Berolini per sex 
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Frobenius, Glan, Helmholtz, Hoppe, G. Kirchhoff, Kronecker, Kum- 
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a viris doctissimis Heine, Knoblauch, Oberbeck institutus sum 
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semestre interfui, quas exercitationes etiam Halis per duo seme- 
stria Heine et Knoblauch praeceptoribus continuavi. 

Quibus viris omnibus maxime de me meritis imprimisque 
Heine et Knoblauch, viris praeclarissimis, summas gratias ago 
semperque habebo. 
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